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Re´sume´
Sampson [17] et Schoen et Yau [19] ont de´montre´ que tout diffe´o-
morphisme entre surface de Riemann hyperboliques est homotope a` un
diffe´omorphisme harmonique. Comme l’avait conjecture´ Schoen [18] et
comme l’avaient partiellement de´montre´ Wan [24] et Tam et Wan [23],
nous de´montrons dans cet article que ce re´sultat se ge´ne´ralise aux sur-
faces non compactes : tout home´omorphisme quasi symme´trique du
cercle s’e´tend en un diffe´omorphisme harmonique quasi conforme du
plan hyperbolique. Ce the´ore`me permet de donner une parame´trisa-
tion de l’espace universel de Teichmu¨ller par les diffe´rentielles quadra-
tiques holomorphes borne´es sur le plan hyperbolique.
Abstract
A classical result of Sampson [17] and Schoen and Yau [19] states
that every diffeomorphism between compact hyperbolic Riemann sur-
faces is homotopic to an harmonic diffeomorphism. As conjectured
by Schoen [18] and partially proved by Wan [24] and Tam and Wan
[23], we prove in this article that this theorem generalizes to the non
compact case : every quasi symmetric homeomorphism of the circle ex-
tends to a quasi isometric harmonic diffeomorphism of the hyperbolic
plane. This enables to parametrize the universal Teichmu¨ller space by
bounded holomorphic quadratric differentials of the hyperbolic plane
La diffe´rentielle de Hopf d’une application entre deux surfaces de Riemann
f : M → N est la diffe´rentielle quadratique de type (2, 0) : φ = ϕ(z)dz2
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de´crivant la partie sans trace de f ∗gN :
f ∗gN = φ+
‖ df ‖2
2
gM + φ¯
La diffe´rentielle de Hopf est un outil essentiel pour l’e´tude des applications
harmoniques entre surfaces de Riemann. En effet, lorsque f est une applica-
tion harmonique, sa diffe´rentielle de Hopf est holomorphe. Re´ciproquement,
si la diffe´rentielle de Hopf de f est holomorphe et si f est injective, f est une
application harmonique.
Le lien entre diffe´omorphismes harmoniques et diffe´rentielle de Hopf est
entie`rement re´solu pour les surfaces de Riemann hyperboliques compactes.
Sampson [17] et Schoen et Yau [19] ont en effet de´montre´ le the´ore`me d’ex-
istence :
Si f est un diffe´omorphisme entre deux surfaces de Riemann com-
pactes hyperboliques, f est homotope a` un unique diffe´omorphis-
me harmonique.
et Sampson [17] a de´montre´ le the´ore`me d’unicite´ :
SiM et N sont des surfaces de Riemann hyperboliques compactes,
si f1 : M → N et f2 : M → N sont deux diffe´omorphismes
harmoniques qui ont meˆme diffe´rentielle de Hopf, alors f1 ◦ f−12
est une isome´trie.
Sampson [17] en de´duisait que l’espace de Teichmu¨ller des surfaces compactes
s’injecte dans l’espace des diffe´rentielles quadratiques holomorphes. Si on
fixe une structure hyperbolique de re´fe´rence g0 sur une surface de Riemann
compacte M , on peut associer a` toute me´trique hyperbolique g sur M la
diffe´rentielle de Hopf de l’unique diffe´omorphisme harmonique
f : (M, g0)→ (M, g)
homotope a` l’identite´. Les travaux de Wolf [25] ont permis de ve´rifier que
l’application ainsi de´finie est bijective : a` toute diffe´rentielle de Hopf est
associe´e une unique me´trique hyperbolique g telle que l’application identite´
id : (M, g0) → (M, g) est harmonique. Les travaux de Sampson et Wolf
permettent de conclure :
Soit M une surface de Riemann compacte. Si ϕ est une diffe´ren-
tielle quadratique holomorphe sur M ϕ, il existe une unique me´-
trique hyperbolique gϕ telle que l’application identite´
id : (M, g0)→ (M, gϕ)
2
est harmonique. L’application qui a` ϕ associe la classe de Teich-
mu¨ller de la me´trique gϕ de´finit une bijection entre l’espace des
diffe´rentielles quadratiques holomorphes et l’espace de Teichmu¨l-
ler de M.
Ces re´sultats ont e´te´ partiellement ge´ne´ralise´s a` l’espace universel de Te-
ichmu¨ller par Wan [24] et Tam et Wan [23]. Wan [24] a de´montre´ l’existence
d’une application de l’espace des diffe´rentielles quadratiques holomorphes
borne´es dans l’espace de Teichmu¨ller :
A toute diffe´rentielle quadratique holomorphe φ borne´e sur H2 est
associe´e un diffe´omorphisme du plan hyperbolique f de diffe´ren-
tielle de Hopf φ. f est unique a` isome´trie pre`s et est une quasi
isome´trie.
et Tam et Wan [23] ont de´montre´ une re´ciproque partielle :
L’application QDb(H
2)→ Teich(H2) qui a` une diffe´rentielle quadra-
tique borne´e φ associe la classe de Teichmu¨ller des diffe´omorphis-
mes harmoniques quasi conforme de diffe´rentielle de Hopf φ est
d’image ouverte.
Le proble`me de la surjectivite´ de l’application de´finie par Wan est e´qui-
valent a` la conjecture formule´e par Schoen [18] :
Conjecture 0.1 (Schoen) Tout home´omorphisme quasi symme´trique du
cercle s’e´tend en un diffe´omorphisme harmonique quasi conforme du plan
hyperbolique.
Nous de´montrons dans cet article la conjecture de Schoen. Le plan de
l’article est le suivant :
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Dans la premie`re partie, nous rappelons quelques re´sultats e´le´mentaires
sur les surfaces de Riemann, l’espace de Teichmu¨ller et les proprie´te´s de
stabilite´ et de compacite´ des applications harmoniques.
Dans la seconde partie, nous de´finissons la notion de me´trique harmonique
et nous donnons une exposition de´taille´e de la the´orie de Wan et de la
re´solution de l’e´quation des me´triques harmoniques :
1
2
∆h = eh − |φ|2e−h − 1
Nous donnons en particulier des exemples de diffe´rentielles de Hopf (non
borne´es) sur H2 qui ve´rifient la proprie´te´ de non-comple´tude :
Proprie´te´ 0.2 Si φ est la diffe´rentielle de Hopf d’une immersion harmonique
f , f n’est pas surjective.
Ces exemples ont de´ja` e´te´ remarque´s par Shi, Tam et Wan [20]. L’analyse
de´taille´e de ces exemples permet de mettre en e´vidence le roˆle joue´ par la
ge´ome´trie de la diffe´rentielle de Hopf et des feuilletages associe´s pour e´tudier
la surjectivite´ de f . A` l’exception d’un principe du maximum pour les fac-
teurs de distortion quasi conforme des matriques harmoniques et de l’e´tude
de´taille´e des exemples de Shi, Tam et Wan [20], les re´sultats expose´s dans
cette partie sont ceux de Wan [24], expose´s suivant un point de vue le´ge`rement
diffe´rent (de´ja` explicite´ dans ma the`se [16]).
Nous de´montrons dans la troisie`me partie le the´ore`me principal de notre
e´tude :
The´ore`me 0.3 Tout home´omorphisme quasi symme´trique du cercle s’e´tend
en un diffe´omorphisme harmonique quasi conforme du plan hyperbolique.
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1 Applications harmoniques des surfaces de
Riemann
1.1 Surfaces de Riemann
Nous rappelons dans ce paragraphe quelques proprie´te´s e´le´mentaires des
surfaces de Riemann.
Une structure complexe J sur une varie´te´ M de dimension 2 est une
section de T ∗M ⊗TM ve´rifiant J ◦J = −id. Si J est une structure complexe
sur M , (M,J) est une surface de Riemann. Si M et N sont deux surfaces de
Riemann, une application f : M → N est holomorphe si et seulement si f
commute avec les structures complexes de M et N : JN ◦ df = df ◦ JM .
Une me´trique g sur M est une me´trique conforme si la conjugaison com-
plexe J laisse g invariant : g ◦ J = g.
L’e´tude des surfaces de Riemann est base´e sur le the´ore`me d’uniformisa-
tion de Riemann :
The´ore`me 1.1 Soit (M,J) une surface de Riemann. Le reveˆtement uni-
versel de (M,J) est biholomorphe :
– soit a` la sphe`re de Riemann S2,
– soit au plan C,
– soit au demi plan U = {x+ iy|y > 0}.
M est elliptique lorsque son reveˆtement universel est biholomorphe a` S2,
parabolique lorsqu’il est biholomorphe a` C et hyperbolique lorsqu’il est biholo-
morphe a` U.
LorsqueM est hyperbolique, la donne´e d’une structure conforme est e´qui-
valente a` la donne´e d’une orientation et d’une me´trique hyperbolique. Le
groupe des biholomorphismes de U s’identifie en effet a` PSL2(R), agissant par
homographie. Il laisse invariant une unique famille de me´triques conformes :
gt = t
dx2 + dy2
y2
de courbure Kt = −t−1. Si (M,J) est une surface de Riemann hyperbolique,
M est donc canonniquement muni d’une me´trique conforme a` courbure −1.
C’est la me´trique de Poincare´ de (M,J).
Si f : (M, gM) → (N, gN) est une application C1 entre deux surfaces de
Riemann munies de me´triques conformes, on notera (λ1(f))
2 et (λ2(f))
2 les
valeurs propres de f ∗gN par rapport a` gM . λ1 et λ2 sont les coefficients de
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dilatation de f et sont range´s par ordre de´croissant : λ1 ≥ λ2 ≥ 0. f est K
quasi isome´trique si ses coefficients de dilatation sont borne´s :
K ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ 1
K
f est K quasi conforme si le rapport de quasi conformite´ λ1
λ2
est borne´ :
λ1
λ2
≤ K
Le rapport de quasi conformite´K(f) = supM
λ1(f)
λ2(f)
ne de´pend pas du choix des
me´triques conformes sur M et N , mais seulement des structures complexes
JM et JN de M et N . Deux structures complexes J1 et J2 de´finies sur une
meˆme surface de RiemannM sont quasi conformes si l’application identite´ de
(M,J1) vers (M,J2) est quasi conforme. L’espace des structures conformes J
quasi conformes a` une structure de re´fe´rence JM est naturellement muni de
la distance de Teichmu¨ller :
d(J1, J2) = log(K(id))
ou` K(id) est le rapport de quasi conformite´ de l’application identite´ entre
(M,J1) et (M,J2). De meˆme, l’espace des me´triques hyperboliques est na-
turellement muni de la distance de Teichmu¨ller.
L’espace universel de Teichmu¨ller est l’espace de Teichmu¨ller du plan
hyperbolique H2, muni de la structure conforme de re´fe´rence JH2 et de la
me´trique de Poincare´ gH2. On peut le de´finir comme :
– l’espace des modules des structures complexes J sur H2, muni de la dis-
tance de Teichmu¨ller, modulo l’action du groupe des home´omorphismes
quasi conforme a` distance borne´e de l’identite´,
– l’espace des modules des me´triques hyperboliques, muni de la distance
de Teichmu¨ller, modulo l’action du groupe des home´omorphismes quasi
conformes a` distance borne´e de l’identite´,
– l’espace des home´omorphismes quasi conforme de H2, muni de la dis-
tance de Teichmu¨ller, modulo l’action du groupe des home´omorphismes
quasi conformes a` distance borne´e de l’identite´.
Nous avons de´ja` explicite´ le lien entre structure complexe et me´trique
hyperbolique : a` J est associe´e la me´trique de Poincare´ et re´ciproquement, H2
e´tant de´ja` oriente´, a` toute me´trique hyperbolique est associe´e une structure
complexe.
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D’apre`s le the´ore`me de Beltrami, si g est une me´trique quasi conforme,
(H2, g) est isome´trique a` (H2, gH2). On associe donc naturellement a` g les
isome´tries
f : (H2, g)→ (H2, gH2)
qui sont des home´omorphismes quasi conformes de H2 muni de la me´trique de
Poincare´ gH2 dans lui meˆme. Re´ciproquement, a` un home´omorphisme quasi
conforme de H2 f est associe´ la me´trique quasi conforme f ∗gH2.
On dispose d’une quatrie`me caracte´risation de l’espace universel de Teich-
mu¨ller :
– l’espace universel de Teichmu¨ller est l’espace des home´omorphismes
quasi symme´triques du bord a` l’infini de H2.
La structure quasi conforme de H2 induit en effet une structure quasi
symme´trique sur le bord a` l’infini, que nous allons expliciter rapidement.
Dans le mode´le du demi plan U = {x + iy|y > 0}, le bord a` l’infini de
H2 s’identifie a` R ∪ {∞}. Le groupe d’isome´trie de H2, PSL2(R), agit par
homographie sur R∪{∞}. Cette action est transitive sur les triple´s de points.
Si on se fixe quatre points (a, b, c, d) ∈ ∂∞U, il existe une unique homographie
g telle que g(a, b, c) = (0, 1,∞) et on de´finit le birapport : [a, b, c, d] := g(d).
Lorsque (a, b, c, d) ∈ R4, on a la formule :
[a, b, c, d] =
d− a
d− c ×
b− c
b− a
Un home´omorphisme de ∂∞U est quasi symme´trique s’il laisse presque in-
variants les birapports, c’est a` dire s’il existe K tel que, pour tout quadruple´
(a, b, c, d), on a :
1
K
≤ [f(a), f(b), f(c), f(d)]
[a, b, c, d]
≤ K
Si f est un home´omorphisme quasi conforme de H2, f s’e´tend en ∂f , un
home´omorphisme quasi symme´trique du bord a` l’infini deH2. De plus, si f˙ est
a` distance borne´e de f , son extension ∂f˙ co¨ıncide avec ∂f . A toute classe de
Teichmu¨ller d’home´omorphismes de H2 est donc associe´ l’extension au bord a`
l’infini de l’un de ses repre´sentants. Re´ciproquement, tout home´omorphisme
quasi symme´trique de ∂∞H
2 s’e´tend en un diffe´omorphisme quasi conforme
de H2 : l’extension de Earle et Eells ou l’extension de Douady Earle [5]
conviennent.
1.2 Applications harmoniques
Si M une varie´te´ de dimension 2, le choix d’une me´trique riemanni-
enne et d’une orientation sur M de´terminent une structure complexe sur
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M , telle que dans une carte holomorphe, la me´trique g s’e´crive g = M2|dz|2.
Re´ciproquement, la donne´e d’une structure complexe induit une structure
conforme [g] et une orientation. La structure conforme associe´e a` J est celle
des me´trique localement de la forme M2|dz|2 dans une carte holomorphe.
Lorsque M est compacte, une application harmonique f est un point cri-
tique pour l’e´nergie :
E(f) =
∫
M
|df |2dx
Localement, les applications harmoniques sont caracte´rise´e par l’annulation
du champ de tension τ(f) = tr(∇df).
De´finition 1.2 Soient (M, gM) et (N, gN) deux varie´te´s riemaniennes. Une
application C2 f : M → N est harmonique si et seulement si le champ de
tension de f s’annule :
τ(f) := tr(∇df) = 0
Lorsque M est de dimension 2, l’harmonicite´ d’une application f : M →
N est une proprie´te´ conforme : elle ne de´pend que du choix de la structure
complexe J sur M . En effet, la 2-forme de tension : τ(f)dx est inde´pendante
de la me´trique conforme choisie sur M .
De plus, la diffe´rentielle de Hopf de f est holomorphe lorsque f est
harmonique. Lorsque N est une surface de Riemann, l’holomorphie de la
diffe´rentielle de Hopf suffit presque a` caracte´riser les applications harmoniques.
Si ψ :M → R est une fonction harmonique (non constante) et γ : R→ N
est une courbe parame´tre´e par l’arc (i.e : |γ˙| = 1), la diffe´rentielle de Hopf
de f = γ ◦ ψ est holomorphe, mais f n’est harmonique que si γ est une
ge´ode´sique. Si on suppose que f est une immersion, on peut de´montrer par
contre :
The´ore`me 1.3 Soient M et N deux varie´te´s riemanniennes de dimension
2 et f une immersion de M dans N . f est harmonique si et seulement si sa
diffe´rentielle de Hopf est holomorphe.
1.3 Proprie´te´s de compacite´ et de stabilite´ des appli-
cations harmoniques
L’e´quation des applications harmoniques τ(f) = 0 est une e´quation ellip-
tique. D’apre`s la the´orie de Schauder (cf Gilbarg et Trudinger [8]), les topolo-
gies C1 et C∞ sont e´quivalente pour les applications harmoniques. Pour les
applications harmoniques du plan hyperboliques, on a donc des estime´es C∞ :
The´ore`me 1.4 Soit f : H2 → H2 une application harmonique C2.
– f est C∞
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– f ve´rifie les estime´es de Schauder :
|∇kf(x)| ≤ Ck,r supBx,r|df |
Lorsque f est d’image borne´e, on a e´galement des estime´es a` priori :
The´ore`me 1.5 Soit f : H2 → H2 une application harmonique C2. Soit
x ∈ H2, r et R deux re´els positifs tels que l’image de la boule Bx,r est incluse
dans Bf(x),R. Toutes les de´rive´es de f en x sont controle´es par r et R :
|∇kf(x)| ≤ K(r, R)
Les proprie´te´s de stabilite´s des applications harmoniques du plan hyper-
boliques se de´duisent de la formule de Bochner pour la distance :
The´ore`me 1.6 Soient f et g : H2 → H2. La distance entre f et g ve´rifie
l’ine´galite´ de Bochner :
∆d(f, g) ≥ −|τ(f)| − |τ(g)|+ tanh(d(f, g))
La formule de Bochner pour la distance permet de de´finir des crite`res
d’existence d’applications harmoniques.
De´finition 1.7 Soit f une application C2 de H2 dans H2. f est asympto-
tiquement quasi harmonique s’il existe un compact K du plan hyperbolique et
un re´el ǫ > 0 tel que, pour tout x ∈ H2 \K, f ve´rifie :
λ2(f)
2 ≥ (1 + ǫ)|τ(f)|+ ǫ
D’apre`s la formule de Bochner pour la distance, on a le the´ore`me (de´ja`
remarque´ par Li et Tam [14, Theorem 6.4]) :
The´ore`me 1.8 Soit f une application asymptotiquement quasi harmonique
du plan hyperbolique. Il existe une application harmonique a` distance borne´e
de f .
De´monstration : Fixons o ∈ H2 et R tel que pour tout x de H2 \Bo,R, on
ait l’ine´galite´ :
λ2(f)
2 ≥ (1 + ǫ)|τ(f)|+ ǫ
Pour tout r ∈ R, fixons Kr = f−1Bf(o),r. D’apre`s le the´ore`me de Schoen et
Yau [19], il existe une unique application harmonique fr de Kr dans Bf(o),r
qui co¨ıncide avec f sur le bord de Kr.
Si ψ est une application C2 et croissante de R dans R, on peut de´finir :
φ(x) = d(fr(x), f(x)) + ψ(ρ(x)
2), ou` ρ(x) = d(o, x). Le laplacien de φ se
calcule par :
∆φ = ∆d(fr, f) + 2(|dρ|2 + ρ∆ρ)ψ˙(ρ) + 4ρ2ψ¨(ρ)
≥ ∆d(fr, f) + 2ψ˙(ρ) + 4ρ2ψ¨(ρ)
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car on a fait l’hypothe`se que ψ est croissante et on sait que |dρ| = 1 et que
∆ρ ≥ 0 puisque M est a` courbure ne´gative.
On sait que, en dehors de Bo,R :
∆d(fr, f) ≥ λ2(f)2 tanh(d(fr, f))− |τ(f)|
≥ (1 + ǫ)|τ(f)|
(
tanh(d(fr, f))− 1
1 + ǫ
)
+ ǫ tanh(d(fr, f))
On peut choisir ψ(x) tel que :
– sur le compact Bo,R : ∆φ > 0. Si |τ(f)| ≤ C sur K, il suffit en effet de
choisir ψ(x) = (C + 1)x pour x ≤ R2,
– en dehors de Bo,R, lorsque d(fr, f) ≥ 1 :
∆φ > (1 + ǫ)|τ(f)|
(
tanh(d(fr, f))− 1
1 + ǫ
)
Si on pose ǫ¯ = ǫ tanh(1), il suffit en effet de choisir ψ de sorte que
ǫ¯+ 4xψ¨(x) > 0 et ψ˙(x) ≥ 0 lorsque x ≥ R2.
On a donc les contraintes suivantes : ψ˙(R2) = C + 1 > 0 et ψ¨(x) > − ǫ¯
4x
.
Comme
∫∞
t
dx
x
=∞, on peut choisir ψ de telle sorte que ψ(x) soit constante
pour x ≥M(ǫ, C). Dans ce cas, pour tout x ≥ 0, on aura :
0 ≤ ψ(x) ≤ α = α(ǫ, C)
On sait que φ atteint son maximum sur Kr. Comme ∆φ > 0 sur Bo,R, le
maximum est atteint sur l’inte´rieur Kr \ Bo,R, ou sur le bord de Kr. Trois
cas sont donc a` conside´rer :
– φ atteint son maximum sur le bord de Kr. On sait que φ ≤ d(fr, f) +
sup(ψ) et sup(ψ) = α, donc :
φ ≤ α
– φ atteint son maximum en un point x inte´rieur a` Kr, et
d(fr(x), f(x)) ≤ 1
Comme φ ≤ d(fr, f) + α, on a :
φ ≤ α + 1
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– φ atteint son maximum en un point x inte´rieur a`Kr, et d(fr(x), f(x)) ≥
1. On sait que x 6∈ Bo,R, donc que :
∆φ > (1 + ǫ)|τ(f)|
(
tanh(d(fr, f))− 1
1 + ǫ
)
Comme φ atteint son maximum en x, on sait que ∆φ(x) ≤ 0, et on en
de´duit :
d(fr(x), f(x)) ≤ tanh−1
(
1
1 + ǫ
)
Dans tous les cas :
max
x∈Kr
φ(x) ≤ tanh−1
(
1
1 + ǫ
)
+ α + 1
Comme : d(fr, f) = φ − ψ ≤ φ, on en de´duit que fr reste a` distance borne´e
de f :
d(fr, f) ≤ tanh−1
(
1
1 + ǫ
)
+ α + 1
D’apre`s le the´ore`me 1.5, on sait donc que fr est localement C
∞ e´quicontinue,
borne´e et on en conclut que fr converge, a` extraction pre`s, vers f∞ har-
monique, a` distance borne´e de f . †
Remarque 1.8.1 Comme je l’ai explicite´ dans ma the`se [16], la de´finition
des applications asymptotiquement quasi harmonique et le the´ore`me d’exis-
tence d’applications harmoniques a` distance borne´es des applications asymp-
totiquement quasi harmonique peut se ge´ne´raliser au cas ou`M est simplement
connexe, a` courbure ne´gative ou nulle et N ve´rifie une hypothe`se de courbure
strictement ne´gative.
2 Me´triques harmoniques
Dans cette section, nous e´tudions les me´triques harmoniques hyperboliques
des surfaces de Riemann. La notion de me´trique harmonique permet d’e´tudier
les submersions harmoniques en s’affranchissant de l’action du groupe des
isome´tries au but, en substituant a` l’e´tude de f :M → N celle de la me´trique
induite f ∗g. Lorsque f est une submersion, la connaissance de la me´trique
f ∗g est e´quivalente a` la connaissance de f , a` l’action pre`s des isome´tries de
N .
De´finition 2.1 (Me´trique harmonique) .
Soit (M, g0) une surface de Riemann. Une me´trique g sur M est harmonique
par rapport a` g0 si l’application identite´ : (M, g0)→ (M, g) est harmonique.
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Si g est une me´trique sur (M, g0), sa diffe´rentielle de Hopf φ de´crit la
partie sans trace de g par rapport a` g0 et l’e´nergie e la trace de g par rapport
a` g0 :
g = φ+ e× g0 + φ¯
Si on pose h = log(
e+
√
e2−4|φ|2
2
), l’e´nergie peut se de´composer en e = eh +
e−h|φ|2. La me´trique g est positive si et seulement si : e2 − 4|φ|2 ≥ 0. h est
donc bien de´finie de`s lors que g est une me´trique de´finie positive et g peut
alors s’e´crire :
g = φ+ (eh + |φ|2e−h)g0 + φ¯
Dans toute la suite de cette section, nous supposerons les me´triques g de´finies
positives, ce qui revient a` imposer :
h > log |φ|
Sous cette hypothe`se, le the´ore`me de caracte´risation des immersions har-
moniques par leur diffe´rentielle de Hopf devient :
The´ore`me 2.2 Soit (M, g0) une surface de Riemann. Une me´trique g sur
M est harmonique par rapport a` g0 si et seulement sa diffe´rentielle de Hopf
est holomorphe.
A une me´trique harmonique g sont naturellement associe´s :
– La diffe´rentielle de Hopf φ. Cette diffe´rentielle de´finit une me´trique
plate g|φ| = |ϕ||dz|2, et une paire de feuilletages, avec des singularite´s
aux points ou` φ = 0. Le feuilletage horizontal est caracte´rise´ par
φ(Xh, Xh) ∈ R+, le feuilletage vertical par : φ(Xv, Xv) ∈ R−. Si
φ(x) 6= 0, il existe une carte dans laquelle φ = dz2. Le feuilletage
horizontal est de´fini par les courbes y = Cte, le feuilletage vertical par
les courbes x = Cte. Si on pose u = h− log |φ|, la me´trique harmonique
s’e´crit :
g = 4
[
cosh2(
u
2
)dx2 + sinh2(
u
2
)dy2
]
Le feuilletage horizontal correspond aux directions de dilatation maxi-
male : (λ1)
2 = eh(1 + e−u)2, et le feuilletage vertical aux directions de
dilatation minimale : (λ2)
2 = eh(1− e−u)2,
– Le facteur de distortion quasi conforme u = h− log |φ|.
u =∞ lorsque φ = 0, c’est-a`-dire aux points ou` la me´trique harmonique
gh,φ est conforme ; et u = 0 aux points ou` gh,φ est de rang un.
Il existe deux fonctions h± telles que : g = gh,φ, qui se de´duisent l’une de
l’autre par : h+ = 2 log |φ| − h−. Les coefficients de distortion associe´s
sont u+ = −u−.
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Si gh,φ n’est pas de´ge´ne´re´e et φ 6= 0, u est de´fini de`s que φ(z) 6= 0,
donc sur un ouvert connexe dense et u ne s’annule jamais. Quitte a`
remplacer h par 2 log |φ| − h (donc u par −u), on supposer dans ce cas
que : u > 0,
– La me´trique conforme gh = e
hg0. Les coefficients de dilatation de
gh,φ sont : λ
2
± = e
h(1± e−u)2 ≤ 4eh ; d’ou` l’on de´duit : gh,φ ≤ 4gh, et gh
est (a` une constante pre`s) la plus petite me´trique conforme majorant
gh,φ,
– Le coefficient de Beltrami de la me´trique est µ = e−u φ¯
|φ|
.
Ces diffe´rents objets ge´ome´triques sont au coeur des proprie´te´s des me´-
triques harmoniques hyperboliques :
– Unicite´ et principe du maximum : il existe une unique me´trique
harmonique hyperbolique g de diffe´rentielle de Hopf φ telle que la
me´trique conforme associe´e est comple`te. De plus, si g˙ est une autre
me´trique harmonique qui a la meˆme diffe´rentielle de Hopf, on a l’ine´-
galite´ : g˙ < g,
– Existence : si φ est une diffe´rentielle quadratique holomorphe sur
(M, g0), il existe une unique me´trique harmonique hyperbolique g de
diffe´rentielle de Hopf φ telle que la me´trique conforme associe´e est
comple`te,
– Comple´tude : si φ est une diffe´rentielle quadratique holomorphe bor-
ne´e sur H2, la me´trique harmonique hyperbolique associe´e est comple`te
et quasi conforme,
– De´ge´ne´rescence : si φ = αdz2 sur le demi plan de Poincare´ U, la
me´trique harmonique hyperbolique associe´e est comple`te si et seule-
ment si α ∈ R−. Lorsque α 6∈ R−, les feuilles du feuilletage vertical ont
une extre´mite´ de longueur finie, et les feuilles du feuilletage horizontal
convergent le long de cette extre´mite´ vers une ge´ode´sique.
Wan a de´montre´ dans [24] le principe du maximum et les the´ore`mes d’ex-
istence et d’unicite´ pour les diffe´rentielles quadratiques holomorphes borne´es
sur H2. Il a e´tendu les the´ore`mes d’existence pour les diffe´rentielles quadra-
tiques holomorphes non borne´es sur H2 et sur C dans [3]. Les articles de
Han, Tam, Treibergs et Wan [9] et de Shi, Tam et Wan [20] donnent des
exemples de me´triques harmoniques sur C et montrent que la ge´ome´trie de
ces me´triques harmoniques est intimement lie´e aux feuilletages horizontaux
et verticaux associe´s a` la diffe´rentielle de Hopf. Notons que l’e´tude de la
comple´tude des me´triques harmoniques hyperboliques reste encore myste´-
rieuse : il existe de nombreux exemples de me´triques hyperboliques comple`tes
dont la diffe´rentielle de Hopf n’est pas borne´e : Li et Tam [14] ont donne´ des
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exemples de diffe´omorphismes harmoniques du plan hyperbolique qui ne sont
pas quasi conformes. D’apre`s la the´orie de Wan, leur diffe´rentielle de Hopf
n’est pas borne´e. La question de la comple´tude des me´triques harmoniques
hyperboliques sur C n’est pas tranche´e. Schoen a conjecture´ [18] qu’il n’existe
pas de diffe´omorphisme harmonique de C dans H2, c’est a` dire qu’il n’existe
pas de me´trique harmonique hyperbolique comple`te sur C. Cette conjecture
a e´te´ ve´rifie´e pour des cas particuliers : Han, Tam, Treibergs et Wan [9]
ont de´montre´ que la conjecture de Schoen est ve´rifie´e lorsque la diffe´rentielle
de Hopf est polynomiale. Ce re´sultat a e´te´ e´tendu pour d’autre classes de
diffe´rentielles quadratiques holomorphes par Au, Wan et Tam [4], mais la
conjecture de Schoen reste encore ouverte dans le cas ge´ne´ral.
Avant de de´tailler la the´orie de Wan, commenc¸ons par rappeler l’expres-
sion de la courbure d’une me´trique harmonique :
Proposition 2.3 Soit (M, g0) une surface de Riemann, φ une diffe´rentielle
quadratique holomorphe et h une fonction C∞ telle que h > log |φ|. La
me´trique gh,φ = φ+ (e
h + |φ|2e−h)g0 + φ¯ a pour courbure :
Kgh,φ = −
1
2
∆h +Kg0e
h − |φ|2e−h
De´monstration : Supposons φ 6= 0, et choisissons une carte conforme,
dans laquelle φ = dz2. Le laplacien associe´ a` g0(x) = σ
2(x)(dx2 + dy2) est :
∆ =
1
σ
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)
Si u = h− log |φ| est le facteur de distortion quasi conforme de la me´trique
gh,φ, on sait que :
gh,φ = 4
[
cosh2(
u
2
)dx2 + sinh2(
u
2
)dy2
]
Posons α = 4 cosh2(u
2
) et β = 4 sinh2(u
2
) (en remarquant que dα = dβ =
2 sinh(u)du). En calculant explicitement les symboles de Christoffel, on ve´rifie
que la courbure de g est :
K = − 1
2αβ
(
αyy + βxx − 1
2
(
β2x
β
+
α2y
α
+
αxβx
α
+
αyβy
β
)
)
= − 1
2αβ
(
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)α− |dα|
2(α+ β)
2αβ
)
= − 1
4 sinh(u)
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)u
= − ∆h+∆ log σ
2eh − 2|φ|2e−h
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Lorsque h = 0, φ = 0, on retrouve par continuite´ : Kg0 = −12∆ log σ et on en
de´duit la formule annonce´e. †
2.1 Principe du maximum pour les me´triques harmo-
niques
Avant d’e´noncer et de de´montrer le principe du maximum pour les me´-
triques harmoniques, rappelons le principe du maximum d’Omori et Yau :
The´ore`me 2.4 Soit M une varie´te´ riemanienne compleˆte, de courbure mi-
nore´e et f une fonction de´finie sur M . Si f est majore´e, il existe une suite
maximisante xn telle que :
– la diffe´rentielle de f en xn converge vers 0
lim
n→∞
|df(xn| = 0
– le laplacien de f en xn est asymptotiquement ne´gatif ou nul :
lim
n→∞
∆f(xn) ≤ 0
Si gh,φ = φ + (e
h + e−h|φ|2)g0 + φ¯ est une me´trique harmonique, gh,φ est
hyperbolique si et seulement si h est solution de l’e´quation elliptique :
1
2
∆h = eh − |φ|2e−h − 1
et h > log |φ|. En exploitant le principe du maximum d’Omori et Yau, on
peut ve´rifier que les me´triques harmoniques hyperboliques ve´rifient :
The´ore`me 2.5 Soit φ une diffe´rentielle quadratique holomorphe et gh,φ une
me´trique harmonique hyperbolique telle que la me´trique conforme associe´e
gh = e
hg est comple`te. Si g est une autre me´trique harmonique hyperbolique
de meˆme diffe´rentielle de Hopf φ, g < gh,φ.
De´monstration : Si g a pour diffe´rentielle de Hopf φ, il existe une fonction
ℓ : M → R telle que g s’e´crive sous la forme g = gℓ,φ :
gℓ,φ = φ+ (e
ℓ + |φ|2e−ℓ)g0 + φ¯
ℓ et h sont solutions de l’e´quation elliptique :
1
2
∆h = eh − |φ|2e−h − 1
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Notons ∆h = e
−h∆ le laplacien par rapport a` la me´trique conforme gh. Si on
pose λ = ℓ− h, on sait que :
1
2
∆hλ = (e
λ − 1)(1 + e−2u¯e−2λ)
Par hypothe`se, la me´trique conforme gh est comple`te. De plus, la courbure de
gh est minore´e : K = −(1− e−2u) ≥ −1. On peut donc appliquer le principe
du maximum d’Omori et Yau sur (M, gh).
La fonction α(x) = e−
1
3
λ(x) est minore´e par 0. D’apre`s le principe du
maximum d’Omori et Yau, il existe une suite minimisante pour α telle que :
lim
n→∞
dα(xn) = 0
et
lim
n→∞
∆hα(xn) ≥ 0
Si on suppose que inf α = 0, sachant que dα(xn) tend vers 0, on en de´duit
que
∆hα(xn) ≤ −2
3
e
2
3
w + o(e
2
3
w)
→ −∞
ce qui contredit l’hypothe`se limn→∞∆hα(xn) ≥ 0. Par la contrapose´e, on
conclut que : inf α > 0, donc que λ est majore´e.
On peut ainsi appliquer le principe du maximum a` λ et en de´duire qu’il
existe une suite maximisante pour λ telle que :
lim
n→∞
∆hλ(xn) ≤ 0
Comme
1
2
∆λw = (e
λ − 1)(1 + e−2u¯e−2λ)
on en de´duit que : esupλ − 1 ≤ 0, c’est-a`-dire : ℓ ≤ h.
Si on pose fx(y) = e
y + e−y|φ(x)|2, on sait que :
gh,φ(x)− gℓ,φ(x) = [fx(h(x))− fx(ℓ(x))]g0
De plus : dfx
dy
= ey(1 − e−v(y)) ou` v(y) = y − log |φ(x)|. Si y ≥ log |φ(x)|,
dfx
dy
≥ 0. Comme h(x) ≥ ℓ(x) > log |φ(x)| pour tout x ∈M , on en de´duit que
pour tout x ∈ M , fx est croissante sur [ℓ(x), h(x)]. On en conclut que pour
tout x ∈M , gℓ,φ(x) ≤ gh,φ(x). †
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2.2 Me´triques harmoniques de diffe´rentielle de Hopf
borne´e
Avant d’e´noncer et de de´montrer le the´ore`me d’existence de Wan [24],
nous rappelons le principe de prolongement d’Aronszajn [2], qui nous sera
utile pour de´montrer les proprie´te´s de quasi isome´trie de la me´trique har-
monique de´finie par Wan :
The´ore`me 2.6 Soit O un ouvert connexe de H2 et u : O → R+, tel que :
u(0) = 0 et 0 ≤ ∆u ≤ κu. Alors : u = 0.
De´monstration : Si f(r) :=
∫
Br
u, on a : f˙ = sinh(r)ϕ(r) , ou` : ϕ(r) =∫
|x|=1
u(rx) et ϕ(0) = 2πu(0) par continuite´. La formule de Green nous
donne : sinh(r)ϕ˙ =
∫
Br
∆u. On sait que : 0 ≤ ∆u ≤ κu. Donc : ϕ˙ ≥ 0
et : sinh(r)ϕ˙ ≤ κ ∫
Br
u. On en de´duit : ϕ˙ ≤ rκ sup[0,r] ϕ. En particulier :
ϕ˙(0) = 0 par continuite´. Si u(0) = 0, on a alors : 0 ≤ ϕ˙ ≤ r2κ sup[0,r] ϕ˙. D’ou`
l’on conclut : u = 0. †
Le the´ore`me d’existence de Wan s’e´nonce donc :
The´ore`me 2.7 Soit φ une diffe´rentielle quadratique holomorphe borne´e sur
H2. Il existe une unique me´trique harmonique hyperbolique comple`te gφ, de
diffe´rentielle de Hopf φ.
– gφ est maximale : toute me´trique harmonique hyperbolique de meˆme
diffe´rentielle de Hopf est majore´e par gφ,
– gφ est quasi isome´trique a` la me´trique de Poincare´,
– gφ = φ+ (e
h + |φ|2e−h)g0 + φ¯ ou` h est l’unique solution borne´e de :
1
2
∆h = eh − |φ|2e−h − 1
Remarque 2.7.1 Si Ω est un domaine de C contenant le disque D = {z :
|z| < 1} et si φ est une diffe´rentielle quadratique holomorphe borne´e sur Ω,
on peut associer a` tout ouvert ∆ relativement compact dans Ω, une me´trique
harmonique hyperbolique g∆φ de diffe´rentielle de Hopf φ, qui est compleˆte
sur ∆ et quasi conforme. D’apre`s le principe du maximum, cette famille de
me´triques est de´croissante : si ∆ ⊂ Λ, gΛφ |∆ ≤ g∆φ .
Lorsque φ = 0, on retrouve la proprie´te´ de monotonie pour la me´trique
de Poincare´ des domaines du plan complexe.
Cet exemple sugge`re d’interpre´ter le principe du maximum pour les me´tri-
ques harmoniques hyperboliques comme une extension du lemme de Schwarz.
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De´monstration : En appliquant la me´thode de Perron, on de´montre que
l’e´quation :
1
2
∆h = eh − |φ|2e−h − 1
admet une solution borne´e. Posons F (h) = eh−|φ|2e−h−1 etQ(h) = −1
2
∆h+
F (h). Si h+ = log
1+
√
1+4 sup |φ|2
2
et h− = 0, on ve´rifie queQ(h+) ≥ 0 ≥ Q(h−).
F e´tant croissante, on peut appliquer la me´thode de Perron (cf Wan [24] pour
les de´tails), et en de´duire qu’il existe une solution h ∈ [h−, h+].
On sait que h est minore´ et log |φ| est majore´ : le facteur de distor-
tion quasi conforme u = h − log |φ| est donc minore´. Quitte a` faire agir le
groupe des isome´tries de H2, on peut supposer que u atteint son minimum
et que : u(0) = inf(u). En effet, si xn est une suite minimisante pour u,
posons (un, hn, φn) = (u, h, φ) ◦ ϕn ou` ϕn est une isome´trie de H2 qui envoie
0 sur le point xn. La suite (hn, φn)n∈N est C
∞ e´quicontinue, donc converge (a`
extraction pre`s) vers (h∞, φ∞) tels que : u∞(0) = inf(u∞) = inf(u). u ve´rifie
l’e´quation :
1
2
∆u = eh(1− e−2u)
Comme u(0) = inf(u), on a : ∆u(0) ≥ 0, c’est-a`-dire : eh(0)(1 − e−2u(0)) ≥ 0
et donc u(0) ≥ 0.
Si on suppose que u(0) = 0, on appliquer le principe de prolongement
d’Aronszajn sur un voisinage de 0. On sait en effet qu’il existe un voisinage
de 0 et κ > 0 tel que :
0 ≤ 1
2
∆u = eh(1− e−2u) ≤ κu
D’apre`s le principe de prolongement d’Aronszajn, on en de´duit que u s’annule
sur un voisinage de ze´ro, puis, par connexite´, que u s’annulle sur M . En
particulier, on en conclut que h = log |φ|, et donc :
1
2
∆h = −1
h e´tant minore´e, on peut appliquer le principe du maximum d’Omori et
Yau et conclure qu’il existe xn tel que : limn→∞
1
2
∆h(xn) ≥ 0, ce qui contredit
l’hypothe`se 1
2
∆h = −1.
Par la contrapose´e, on en de´duit que inf u > 0 et que la me´trique gh,φ est
quasi conforme. On sait de plus que les coefficients de dilatation de gh,φ sont
donne´s par les formules : (λ1)
2 = eh(1+e−u)2, et (λ2)
2 = eh(1−e−u)2. h e´tant
borne´, on en de´duit que gh,φ est une quasi isome´trie. De plus, la me´trique
conforme associe´e gh = e
hg0, est compleˆte. D’apre`s le principe du maximum,
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toute me´trique harmonique hyperbolique g de meˆme diffe´rentielle de Hopf
est majore´e par gh,φ. †
La preuve du the´ore`me d’existence nous donne des estime´es a` priori sur
la fonction h :
0 ≤ h ≤ log 1 +
√
1 + 4 sup |φ|2
2
En utilisant la majoration ainsi de´montre´e, Wan [24] en de´duit une car-
acte´risation des diffe´omorphismes harmoniques quasi conformes du plan hy-
perbolique :
Corollaire 2.7.2 Soit f un diffe´omorphisme harmonique du plan hyperbo-
lique. f est quasi conforme si et seulement si f est une quasi isome´trie.
De´monstration : Soit φ la diffe´rentielle de Hopf de f . Puisque f est un
diffe´omorphisme, la me´trique f ∗g est une me´trique harmonique hyperbolique
comple`te. La me´trique conforme associe´e gh ve´rifie f
∗g ≤ 4gh. En particulier,
gh est comple`te.
Si φ est borne´e, d’apre`s le the´ore`me d’existence de Wan, f ∗g est l’unique
me´trique harmonique hyperbolique maximale associe´e a` φ. De plus, f ∗g est
une quasi isome´trie et la fonction h associe´e ve´rifie :
h ≤ h+ := log 1 +
√
1 + 4 sup |φ|2
2
≤ log(1 + sup |φ|)
Le facteur de distortion u = h− log |φ| est donc majore´ par :
u ≤ log(1 + sup |φ|)− log |φ|
inf(u) ≤ log(1 + sup |φ|)− log sup |φ|
≤ 1
sup |φ|
Si φ n’est pas borne´e, on peut choisir une suites exhaustive de compact
de H2 : par exemple Ωn = Bx,n La diffe´rentielle quadratique holomorphe φ
est borne´e pour la me´trique de Poincare´ de Ωn : on peut lui associer une
me´trique harmonique maximale gn.
La me´trique f ∗g restreinte a` Ωn est une me´trique harmonique hyperbo-
lique qui a meˆme diffe´rentielle de Hopf que gn. D’apre`s le principe du maxi-
mum : f ∗g|Ωn ≤ gn. On en de´duit que les coefficients de distortions ve´rifient :
u ≤ un.
En particulier :
inf(u) ≤ inf(un)
≤ 1
sup |φ|Ωn
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Lorsque n → ∞, on en conclut : inf(u) = 0, c’est a` dire : f n’est pas
quasi conforme. †
2.3 Principe du maximum pour le facteur de distortion
Nous avons vu que les me´triques harmoniques ve´rifient un principe du
maximum, qui peut s’interpre´ter comme une extension du lemme de Schwarz.
On peut e´galement de´montrer que les facteurs de distortion des me´triques
harmoniques maximales ve´rifient un principe du maximum :
The´ore`me 2.8 Soient φ1 et φ2 deux diffe´rentielles quadratiques borne´es du
plan hyperbolique, g1 et g2 les me´triques harmoniques associe´es. Si |φ1(x)| ≥
|φ2(x)| pour tout x ∈ H2, les coefficients de distortion u1 et u2 des me´trique
g1 et g2 ve´rifient l’ine´galite´ inverse :
u1 ≤ u2
Si on fixe une diffe´rentielle quadratique holomorphe φ, on en de´duit en
particulier que les coefficients de distortion des me´triques harmoniques hy-
perbolique associe´es a` tφ sont des fonctions de´croissantes de t. On a ainsi
une bonne image ge´ome´trique de la de´ge´ne´rescence des me´triques gtφ : le
feuilletage horizontal est dilate´, et le feuilletage vertical est contracte´ lorsque
|t| augmente.
Dans le cas ou` M est une surface de Riemann compacte, Wolf [25] et
Minsky [15] ont e´tudie´ diffe´rents cas de de´ge´ne´rescence des me´triques har-
moniques. Wolf [25] explicitait en particulier les liens entre la compactifica-
tion de Thurston de l’espace de Teichmu¨ller des surfaces compactes et les
feuilletages horizontaux et verticaux associe´s aux diffe´rentielles de Hopf des
me´triques harmoniques.
De´monstration : Posons Q(h) = −1
2
∆h+eh−|φ2|2e−h−1 et λ = u1+ |φ2|.
On ve´rifie que :
Q(λ) = eh2(1− e−2u1)
[
|φ1
φ2
| − 1
]
≥ 0
On sait donc que : 0 ≤ λ et Q(0) ≤ 0 ≤ λ En applicant la me´thode de
Perron, on en de´duit qu’il existe h¯2 tel que : 0 ≤ h¯2 ≤ λ et Q(h¯2) = 0. h¯2
e´tant minore´e, la me´trique conforme eh¯2g0 est comple`te.
D’apre`s le principe du maximum pour les me´triques harmoniques hyper-
boliques, on en de´duit : h¯2 = h2, puis h2 ≤ λ = u1 + |φ2|, c’est-a`-dire :
u2 ≤ u1. †
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2.4 Me´triques harmoniques hyperboliques sur H2 et
sur C
Le the´ore`me d’existence de Wan s’e´tend naturellement aux cas des diffe´-
rentielles de Hopf non borne´es sur H2 et aux cas des diffe´rentielles de Hopf
sur C. Dans sa plus grande ge´ne´ralite´, le the´ore`me est le suivant :
The´ore`me 2.9 Soit (M, g) une surface de Riemann parabolique ou hyper-
bolique et φ une diffe´rentielle quadratique holomorphe. Il existe une unique
me´trique harmonique hyperbolique
gφ = φ+ (e
h + |φ|2e−h)g0 + φ¯
telle que la me´trique conforme gh = e
hg est comple`te.
gφ est maximale : toute me´trique harmonique hyperbolique de meˆme dif-
fe´rentielle de Hopf est majore´e par gφ.
Nous renvoyons aux articles de Wan et Au [3] dans le cas parabolique et
Wan et Tam [22] dans le cas hyperbolique pour plus de de´tails.
Le principe du maximum pour le facteur de distortion reste e´galement
valable dans ce cadre plus ge´ne´ral.
La comple´tude de gφ est un proble`me encore ouvert :
– Lorsque M = H2 et φ n’est pas borne´e, les deux cas : comple´tude et
non comple´tude de la me´trique gφ peuvent se produire. Nous explicitons
dans la section suivante un exemple frappant (e´galement e´tudie´ par Shi,
Wan et Tam [20]). Dans le mode`le du demi-plan, si φ = αdz2 :
si α ∈ R−, la me´trique harmonique hyperbolique associe´e gφ est
comple`te,
si α ∈ C\R−, la me´trique harmonique hyperbolique associe´e gφ
n’est pas comple`te,
Dans cet exemple, l’e´tude des feuilletages horizontaux et verticaux per-
met de de´crire ge´ome´triquement les cas ou` gφ n’est pas comple`te,
– Lorsque M = C, Schoen a conjecture´ que gφ n’est jamais une me´trique
comple`te. Les travaux de Wan et al. [22] [20] ont permis de ve´rifier
qu’il n’existe pas de contre-exemple simple a` la conjecture de Schoen,
en e´tudiant les cas ou` φ est un polynoˆme, une exponentielle etc... grace a`
l’e´tude des proprie´te´s des feuilletages horizontaux et verticaux associe´s
a` φ. Il n’existe pas a` ma connaissance de preuve ni de contre exemple
a` la conjecture de Schoen.
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2.5 Me´triques harmoniques invariantes sous l’action
d’un sousgroupe a` un parame`tre d’isome´trie
Si on cherche a` classifier les diffe´rentielles quadratiques holomorphes in-
variantes par un sous groupe a` un parame`tre d’isome´tries puis les me´triques
harmoniques associe´es, trois possibilite´s sont a` envisager :
– G est hyperbolique, donc conjugue´e a` un sous groupe de la forme :
z → etz dans le mode`le du demi-plan. Les diffe´rentielles invariantes
par G sont borne´es : φ = (α + iβ)dz
2
z2
,
– G est parabolique, donc conjugue´e a` sous groupe de la forme : z → z+t
dans le mode`le du demi-plan. Les diffe´rentielles associe´es ne sont pas
borne´es : φ = (α + iβ)dz2. Elles donnent des exemples inte´ressants
d’immersions harmoniques f : H2 → H2 (cf Li et Tam [14] Shi, Tam et
Wan [20]),
– G admet un point fixe, donc est conjugue´ a` un sous groupe de la forme :
z → eitz dans le mode`le du disque. Les diffe´rentielles quadratiques
holomorphes invariantes sous G ont une singularite´ au point fixe : φ =
(α + iβ)dz
2
z2
.
Nous calculons dans les sections suivantes les me´triques harmoniques in-
variantes sous l’action d’un sous groupe hyperbolique et parabolique. Les
applications harmoniques associe´es ont e´te´ calcule´e par Shi, Tam et Wan
[20] par des me´thodes diffe´rentes de celle que nous exploitons ici.
2.5.1 Cas des sous groupes hyperboliques
Choisissons comme mode`le du plan hyperbolique l’espace W des nombres
de partie imaginaire comprises entre 0 et π muni de la me´trique
g =
1
sin2(y)
(dx2 + dy2)
Les diffe´rentielles quadratiques holomorphe invariantes sous l’action du
sous groupe d’isome´trie hyperbolique z → z + t sont de la forme : φ =
(α + iβ)dz2 ∈ QDb(W) et le diffe´omorphisme harmonique associe´ ve´rifie :
f(z+ t) = f(z) + λt. Il est donc de la forme : f(x+ iy) = λx+ϕ(y) + iψ(y).
La diffe´rentielle de Hopf φ = (α + iβ)dz2 de´crit la partie sans trace de
f ∗g. Par identification, on en de´duit :
λdϕ = −2β sin2(ψ)dy
dψ =
√
λ2 − 4β
2
λ2
sin4(ψ)− 4α sin2(ψ)dy
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f e´tant un diffe´omorphisme, on sait que
∫ π
0
dy(ψ) = π, c’est a` dire :
∫ π
0
1√
λ2 − 4β2
λ2
sin4(ψ)− 4α sin2(ψ)
dψ = π
α et β e´tant fixe´s, on peut calculer la constante λ(α, β) par la condition ainsi
de´finie, puis les fonction ϕ et ψ.
On de´crit ainsi tous les diffe´omorphismes harmoniques quasi conformes,
dont l’extension au bord du tube est une application quasi symme´trique,
invariante sous l’action du sous groupe hyperbolique z → z + t : f(x) = λx
et f(x+ iπ) = (λx+ iπ) +K.
2.5.2 Cas des sous groupes paraboliques
Le mode`le naturel pour e´tudier les diffe´rentielles quadratiques holomor-
phes invariantes sous l’action d’un sous groupe parabolique et les me´triques
harmoniques hyperboliques associe´es est celui du demi plan de Poincare´ :
– si G est un sous groupe parabolique du groupe des isome´tries de H2,
il existe une isome´trie de H2 dans U telle que l’action de G sur H2 est
donne´e par z → z + t,
– dans cette carte, les diffe´rentielles quadratiques holomorphes invarian-
tes sous l’action de G sont de la forme φ = αdz2
On peut calculer explicitement la me´trique harmonique hyperbolique as-
socie´e a` φ :
The´ore`me 2.10 Dans le mode`le du demi plan U = {z|Im(z) > 0}, si φ =
αdz2, la me´trique harmonique maximale associe´e a` φ est :
gφ =
1 + cosh2(2
√|α|y)
2 sinh2(y)
(dx2 + dy2) + φ+ φ¯
– Si α ∈ R−, gφ est comple`te,
– Si α 6∈ R−, gφ n’est pas comple`te. Les images des feuilles du feuil-
letage horizontal ont une extre´mite´ de longueur finie, les points limites
associe´s de´crivant une ge´ode´sique.
Si φ = 1
4
dz2, on peut calculer l’immersion harmonique associe´e a` φ :
fφ(x+ iy) = e
x
[
1 + i sinh(y)
cosh(y)
]
fφ n’est pas surjective : l’image de fφ est le quart de plan {x+iy|x > 0, y > 0}.
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De´monstration :
φ est une diffe´rentielle quadratique non borne´e, stable par le sous groupe
d’isome´tries paraboliques : z → z + t. La me´trique gφ associe´e est donc
e´galement stable et l’immersion harmonique associe´e a` φ est invariante par
un sous groupe a` un parame`tre : fφ(z + t) = γ(t)fφ(z).
Supposons que ce sous groupe est un sous groupe parabolique. Il est
conjugue´ a` z → z + λt, et fφ est de la forme : x + iy → λx + g(y). Apre`s
action de l’homothe´tie z → λ−1z), on peut re´e´crire
fφ(x+ iy) = x+ ρ(y) + iς(y)
La diffe´rentielle de Hopf est :
φ = (
1− ρ˙2 − ς˙2
4ς2
− i ρ˙
2ς2
)dz2
= (a+ ib)dz2
On en de´duit que :
dρ = 2ς2bdy
dς =
√
1− 4aς2 − 4b2ςdy
Soit :
dy =
dς√
1− 4aς2 − 4b2ς
Comme
∫
dy(ς) = ∞, on conclut que : a = 0, b = −β2 ≤ 0, puis on
calcule : ρ(y) = 0, ς(y) = 1
2β
sinh(2βy). La me´trique gφ s’e´crit alors :
gφ =
1 + cosh2(2βy)
2 sinh2(y)
(dx2 + dy2) + φ+ φ¯
et gφ = f
∗g ou`
f(x+ iy) = x+ i
sinh(2βy)
2β
est un diffe´omorphisme harmonique du plan hyperbolique.
Si φ = αdz2 et α 6∈ R−, on peut calculer explicitement la me´trique gφ. En
effet, gφ s’e´crit gφ = φ + (e
h + |φ|2e−h)g0 + φ¯, ou` h est l’unique solution de
1
2
∆h = eh − |φ|2e−h − 1 telle que ehg0 est comple`te. On remarque que h ne
de´pend que de |φ|. D’apre`s les calculs pour le cas φ = −β2dz2, on en de´duit
la formule
gφ =
1 + cosh2(2
√|α|y)
2 sinh2(y)
(dx2 + dy2) + φ+ φ¯
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Supposons que φ = −β2e2iθdz2. En posant u + iv = e−iθ(x + iy), la
me´trique harmonique hyperbolique associe´e a` φ est donc :
gφ =
4β2
(
du2 + cosh2(2βy)dv2
)
sinh2(2βy)
Le feuilletage vertical est donne´ par les courbes v = Cte. L’extre´mite´
γ(t) = x(t) + iy(t) qui tend vers l’infini ( i.e : y →∞) a pour longueur :
ℓ =
∫ ∞
u0
2βdt
sinh(2βt| sin[ θ
2
]|)
6= +∞
La me´trique gφ n’est donc pas comple`te.
On sait de plus que le facteur de distortion u (et toutes ses de´rive´es) tend
vers ze´ro lorsque y →∞. Dans une carte ou` φ = dz′2, on peut ve´rifier que le
feuilletage horizontal a pour courbure ge´ode´sique :
Kh = − 1
4 cosh(u
2
)
du
dy′
En particulier :
|Kh| ≤ 1
4
|du|√|φ|
Si (Γt, γ(t)) est la feuille horizontale pointe´e passant par γ(t) on en de´duit
que la courbure de Γt converge (uniforme´ment sur tout compact) vers 0, donc
que Γt converge vers une ge´ode´sique Γ∞. †
Remarque 2.10.1 On voit sur cet exemple que la comple´tude de la me´trique
gφ est lie´e au comportement du feuilletage vertical de φ. On peut trouver
de nombreux exemples de diffe´rentielles φ telles que la me´trique harmonique
associe´e gφ n’est pas comple`te, par exemple lorsque φ = e
zdz2 sur U = H2 ou,
comme l’ont montre´ Han Tam Treibergs et Wan [9], lorsque φ(z) = P (z)dz2
si P est un polynoˆme de degre´ d ≥ 1 sur U = H2. Dans ces deux cas, on peut
trouver une feuille verticale qui diverge dans la me´trique de Poincare´, mais
qui est de longueur borne´e pour la me´trique harmonique gφ.
Remarque 2.10.2 Li et Tam [14] ont construit des familles de diffe´omor-
phismes harmoniques qui ne sont pas quasi conformes. Si on note fixe un
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point α sur ∂∞H
2, on lui associe une famille fα,t de diffe´omorphismes har-
moniques. Dans le mode`le du demi plan, lorsque α =∞, on a la formule :
f∞,t(x+ iy) = x+ i
sinh(2ty)
2t
Li et Tam ont de´montre´ que si f est un diffe´omorphisme harmonique quasi
conforme, α1, . . . , αn n points sur ∂∞H
2, et κ1, . . . , κn n nombres re´els, l’ap-
plication fαn,κnt◦. . .◦fα1,κ1t◦f est aymptotiquement quasi-harmonique lorsque
t est proche de 0. Elle est donc a` distance borne´e d’une application har-
monique ft, qui est une immersion lorsque t est suffisamment petit.
A un point α de ∂∞H
2 est e´galement associe´e une famille de diffe´rentielle
de Hopf φt(αn) telle que, dans le mode`le du demi plan, lorsque α =∞, on a
la formule :
φt(∞) = −t2dz2
Notons que cette de´finition est ambigu¨e, puisqu’il existe une famille a` un
parame`tre d’isome´tries de H2 telle que g∗sφt(∞) = φe2st(∞).
On peut conjecturer que la diffe´rentielle de Hopf des diffe´omorphismes
harmoniques de´finis par Li et Tam sont de la forme :
φ = φ0 +
n∑
k=1
φλn(αn)
ou` φ0 est une diffe´rentielle quadratique holomorphe borne´e.
3 Extension des home´omorphismes quasisym-
me´triques du cercle
3.1 Extension des C1 diffe´omorphismes du cercle
Nous rappelons dans ce paragraphe le the´ore`me de Li et Tam [14]
The´ore`me 3.1 (Li et Tam) Soit ∂f : S1 → S1 un C1 diffe´omorphisme du
cercle. ∂f s’e´tend sur D = H2 en f , diffe´omorphisme harmonique du plan
hyperbolique. f et toutes ses de´rive´es sont borne´es :
sup |df | ≤ ϕ(sup |d∂f |)
Remarque 3.1.1 On sait qu’il n’existe pas de me´trique riemanienne sur S1
invariante sous l’action du groupe d’isome´tries de H2. Si note G le groupe
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d’isome´tries de H2, Li et Tam ont donc de´montre´ un re´sultat beaucoup plus
fort :
sup |df | ≤ ϕ
(
inf
(γ1,γ2)∈G2
(
sup
x∈S1
|d(γ1 ◦ ∂f ◦ γ2)(x)|
))
De´monstration : Fixons (x1, x2) ∈ S2. Il existe une partition de l’unite´ du
disque ferme´ (χ1, χ2) telle que χi = 1 sur un voisinage de xi.
Plac¸ons nous dans le mode`le du demi-plan : on identifie donc l’espace de
de´part (D, x1, x2) avec le demi plan (U, 0,∞) et l’espace d’arrive´e (D, ∂f(x1),
∂f(x2)) avec le demi plan (U, 0,∞). Dans cette carte, il existe une fonction
h1 : R→ R C1 a` support compact qui co¨ıncide avec ∂f sur le support de χ1.
En utilisant les formules de Poisson, on sait que h1 s’e´tend en une fonction
harmonique ϕ1 : U → R et |dh1| s’e´tend en une fonction harmonique ψ1.
Notons f1(x, y) = (ϕ1(x, y)− yψ1(x); yψ1(x)).
Li et Tam [14] ont de´montre´ que f1 a les proprie´te´s suivantes :
– |τ(f1)| tend vers 0 a` l’infini,
– f1 est d’e´nergie borne´e et λ2(f1) reste loin de 0 au voisinage du support
de ∂χ1,
– si x appartient au support de ∂χ1, f1(z) converge vers h1(x) lorsque z
tend vers x.
On peut re´pe´ter la meˆme construction sur le support de χ2 et de´finir h(x)
comme e´tant le barycentre des points fi(x) affecte´s des poids χi(x).
Li et Tam [14] de´montrent que l’application ainsi de´finie est asympto-
tiquement quasi harmonique et qu’elle s’e´tend en ∂f sur le bord a` l’infini
de H2. D’apre`s le the´ore`me 1.8, h est a` distance borne´e d’une application
harmonique f .
Dans le the´ore`me 1.8, f est limite d’une suite d’applications harmoniques
fn telle que fn co¨ıncide avec h sur le bord d’une suite exhaustive de compact
Ωn = h
−1(Bx,n). Lorsque n est suffisamment grand, fn|∂Ωn = hn|∂Ωn est un
home´omorphisme a` valeur dans le bord d’un convexe. D’apre`s le the´ore`me
de Schoen et Yau [19], fn est un diffe´omorphisme.
Lorsque n → ∞, on en de´duit que le coefficient de distortion quasi con-
forme de f ve´rifie : u ≥ 0. D’apre`s le principe de prolongement d’Aronszajn,
on a deux possibilite´s : soit u s’annule en un point x0, et dans ce cas u = 0
partout, soit u ne s’annule jamais.
Dans le premier cas, on en de´duit que f est de rang 1 et qu’il existe une
application harmonique α et une ge´ode´sique γ telles que f = γ ◦ α. f est a`
distance borne´e de h : f s’e´tend donc sur ∂∞H
2 et son extension sur le bord a`
l’infini est l’home´omorphisme ∂f . Si f est de la forme γ ◦α, son extension sur
le bord a` l’infini a` une image re´duite aux deux extre´mite´s de la ge´ode´sique
γ.
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Par la contrapose´e, on en de´duit que u > 0 et que f est une diffe´omor-
phisme.
Par construction, h est d’e´nergie borne´e. D’apre´s le principe de Bloch, on
en de´duit que f est e´galement d’e´nergie borne´e. La me´trique f ∗g est donc
une me´trique de la forme : f ∗g = gh,φ ou` φ est une diffe´rentielle quadra-
tique holomorphe borne´e. f ∗g e´tant compleˆte, la me´trique conforme associe´e
l’est e´galement : f ∗g est donc l’unique me´trique harmonique hyperbolique
maximale associe´e a` φ. φ e´tant borne´e, f est une quasi isome´trie. †
3.2 Lemme de re´gularite´
Dans le mode`le du disque de Poincare´, le bord a` l’infini de H2 s’identifie
au cercle S1 de centre 0 et de rayon 1. Une fois fixe´s trois points (x1; x2; x3)
sur ∂∞H
2, on peut identifier (∂∞H
2; x1; x2; x3) au cercle (S
1; 1; ei
2pi
3 ; e−i
2pi
3 ).
(∂∞H
2; x1; x2; x3) est ainsi naturellement muni d’une structure riemanienne.
Sous ces hypothe`ses, on peut donc e´noncer :
Lemme 3.2 Soit ∂f : S1 → S1 un C1 diffe´omorphismeK quasi symme´trique
qui fixe les points (1; ei
2pi
3 ; e−i
2pi
3 ). Il existe une fonction λ : R+ → R+ telle
que la diffe´rentielle de f ve´rifie :
1
λ(K)
≤ |df | ≤ λ(K)
De´monstration : Compte tenu des syme´tries du proble`me, il suffit de
de´montrer : |df(eiθ)| ≤ λ(K) pour θ ∈ [0, 2π
3
]. L’application
g(z) = −ei 2pi3 z − 1
z − e−i 2pi3
est une isome´trie du disque de Poincare´ vers le demi-plan qui envoie les points
(1; ei
2pi
3 ; e−i
2pi
3 ) sur (0; 1;∞) et qui est de de´rive´e borne´e sur tout compact de
D− {e−i 2pi3 }.
f ′ = g ◦f ◦ g−1 est un C1 diffe´omorphisme de R qui fixe (0, 1). L’ine´galite´
a` de´montrer pour f est e´quivalente a` l’ine´galite´ pour f ′ : |df ′(x)| ≤ λ′(K)
pour tout x ∈ [0, 1].
f e´tant K quasi symme´trique, on sait que pour tout quadruple´ (a, b, c, d)
dans R4 on a :
f ′(b)− f ′(a)
b− a ×
f ′(c)− f ′(d)
c− d ×
c− a
f ′(c)− f ′(a) ×
b− d
f ′(b)− f ′(d) ≤ K
Si on choisit a ∈ [0, 1], b = a + t, (c, d) = (−1; 2), on en de´duit, lorsque
t→ 0 :
df ′
dt
(a) ≤ K 3
f ′(2)− f ′(−1) ×
f ′(a)− f ′(−1)
a+ 1
× f
′(2)− f ′(a)
2− a
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En utilisant la quasi symme´trie de f , on peut e´galement de´montrer que 1 +
1
K
≤ f ′(2) ≤ 2K et 2K + 1 ≤ f ′(−1) ≤ − 1
K
. Sachant que 0 ≤ f ′(a) ≤ 1, on
en de´duit qu’il existe bien une fonction λ′ telle que |df ′(x)| ≤ λ′(K). †
Corollaire 3.2.1 Soit ∂f un C1 diffe´omorphisme quasi symme´trique du bord
de H2 et f l’extension harmonique de ∂f sur H2. Il existe une fonction ϕ :
R+ → R+ telle que : si ∂∞f est K quasi symme´trique, f est une ϕ(K) quasi
isome´trie.
De´monstration : Fixons (x1, x2, x3) trois points sur ∂∞H
2. On sait qu’il
existe des isome´tries g1, g2 : H
2 → D telles que g2(x1, x2, x3) = (1; ei 2pi3 ; e−i 2pi3 )
et ∂f ′ = g1 ◦ ∂f ◦ g2 est un C1 diffe´omorphisme de S1 qui fixe le triple´
(1; ei
2pi
3 ; e−i
2pi
3 ). Si ∂f est K quasi symme´trique, d’apre`s le lemme de re´gula-
rite´, on de´duit que la diffe´rentielle de ∂f ′ est borne´e. D’apre`s les estime´es
C1 de Li et Tam, on sait donc que l’extension harmonique f de ∂f ′ a ses
de´rive´es borne´es. On a donc une ine´galite´ :
sup |df | ≤ ς0 sup |d∂f |
D’apre`s le the´ore`me de Wan, f e´tant un diffe´omorphisme d’e´nergie borne´e,
c’est une quasi isome´trie. Si on note Kf le coefficient de quasi isome´trie de
f , on a une ine´galite´ :
Kf ≤ ς1(sup |df |)
d’ou` l’on de´duit l’ine´galite´ annonce´e en posant ϕ = ς1 ◦ ς0 †
3.3 Extension des home´omorphismes quasi symme´tri-
ques
En exploitant le the´ore`me d’extension des C1 diffe´omorphismes du cercle
et le lemme de re´gularite´, nous pouvons de´montrer la conjecture de Schoen :
The´ore`me 3.3 Tout home´omorphisme quasi symme´trique du cercle s’e´tend
en un diffe´omorphisme harmonique du plan hyperbolique.
De´monstration : Soit ∂f un home´omorphisme quasi symme´trique du bord
a` l’infini de H2. D’apre`s le the´ore`me de Douady-Earle [5], ∂f s’e´tend en un
C∞ diffe´omorphisme fDH sur H
2 qui est une quasi isome´trie.
Fixons O ∈ H2 et conside´rons Br, la boule de centre O, de rayon r, et
Cr = f
−1
DH(Br). Br et Cr admettent chacun une me´trique de Poincare´ gBr et
gCr . L’extension de Douady-Earle fDH est K quasi conforme : elle s’e´tend
donc en un home´omorphisme ϕ(K) quasi symme´trique de ∂∞(Cr, gCr) vers
∂∞(Br, gBr). Notons que ϕ(K) ne de´pend pas de r. Par construction de Br
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et Cr, cet home´omorphisme ∂∞fr est C
∞. D’apre`s le the´ore`me d’extension
C1 de Li et Tam, il s’e´tend en un diffe´omorphisme harmonique fr.
On de´finit ainsi une suite de fonctions fr qui ve´rifient les proprie´te´s suiv-
antes :
– fr : (Cr, gCr)→ (Br, gBr) est une ψ(K) quasi isome´trie,
– fr est a` distance borne´e de fDH dans (Br, gBr) :
d(fr, fDH) ≤ λ(K)
ou` l’on note que ψ(K) et λ(K) ne de´pendent pas de r. La premie`re proprie´te´
se de´duit du lemme de re´gularite´ et la seconde est une proprie´te´ classique de
H2 :
Si f1 et f2 sont deux home´omorphisme K
′ quasi conforme de
H2, f1 et f2 sont a` distance borne´e l’un de l’autre, et la distance
entre f1 et f2 est borne´e par µ(K
′).
On sait de plus que les me´triques gBr et gCr sont de´croissantes et conver-
gent vers les me´triques de Poincare´ sur H2 et fDH(H
2). On en de´duit que la
suite fr est C
∞ e´quicontinue sur tout compact de H2 et converge, a` extraction
pre`s, pour la topologie C2 sur tout compact, vers f , telle que :
– f : H2 → H2 est une φ(K) quasi isome´trie,
– f est a` distance borne´e de fDH dans H
2 :
d(fr, fDH) ≤ λ(K)
– f est harmonique.
†
Corollaire 3.3.1 L’application de Wan qui associe a` une diffe´rentielle quadra-
tique holomorphe φ borne´e sur H2 la classe de Teichmu¨ller de la me´trique
gφ = φ+ (e
h + |φ|2e−h)gH2 + φ¯
ou` h est l’unique solution borne´e de :
1
2
∆h = eh − |φ|2e−h − 1
de´finit une bijection de l’espace des diffe´rentielles quadratiques holomorphes
borne´es dans l’espace universel de Teichmu¨ller.
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Si on prend comme mode`le de l’espace universel de Teichmu¨ller l’espace
des home´omorphismes quasi conformes de H2, l’application de Wan associe a`
une diffe´rentielle quadratique holomorphe borne´e φ la classe de Teichmu¨ller
des diffe´omorphismes harmoniques de diffe´rentielle de Hopf φ.
Dans le mode`le ou` l’espace universel de Teichmu¨ller est l’espace des
home´omorphismes quasi symme´triques du bord a` l’infini de H2, l’inverse de
l’application de Wan associe a` un home´omorphisme quasi symme´trique ∂f
la diffe´rentielle de Hopf de l’extension harmonique quasi conforme de ∂f sur
H2.
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